CORRECTION MPI (session 2004)

Premiere partie
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En faisant tendre z — 17 puis N + +o0o on obtient le résultat demandé.
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c) Z — converge norma ement sur [a,+oo[, pour a > 1.
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En faisant tendre N vers +oc on obtient {(z) — 1 < T < ((z)
T —
2. ((z) est équivalente 3 7 au voisinage de 17.
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Deuxieme partie
1. Pourtout n € N" et z > —1 on a: 1+-:)-:->()‘
n
Log(l+ %) =% % +ulya (2) ~ = Donc F est bien deéfini 1
g 2) = g2 Tolr3) done ga(z) ~ o5 Donc F est bien definie sur ] -1, 4+o00[.
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Pour tout segment [a,b] de | — 1,+00[ on a :
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Pour n assez grand, g;(a:)l < M———-I = a, pour iout r € [a,b] et
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E @, est une série convergente.
n>1
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~ Pour tout n € N*, g, est C! sur | — 1, +00].

- la série Z gn converge simplement sur ] — 1, +ocl.
n>1

- La série Z g, converge uniformément sur tout segment de ] — 1.+l
n>1

D F est de cl Let F'(z) = _—
onc F est de classe C* e (x) ;n(n+$)

Pour tout n € N*, g,, est de classe C®:
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La série E g, converge uniformément sur tout segment de | — 1. +ocf.
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Par passage a la limite on obtient v = F(1).
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On applique le Théoréme du double limite on obtient Z ~— % = Log(2).
n

o 13k
O gnlz) = 3 Lk,

k=2

a) i) Par majoration du reste d’une série alternée on a:
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) On a Z 1/)N( ) converge absolument ot
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ii) On a Z wN( ) converge absolument et
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¢) Puisque lirf C(N) =1 alors d’aprés a)-ii) et b)-ii) on a:
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En faisant tendre N verg 100 et en utilisant 8-(c) on aura F(z) = Z( 1)f 222 C(k) zk
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Troisiéme partie
1. Pour tout z > L, 0< fielz) < Tﬁ = ;;L- intégrable au voisinage de +oo (k > 2).
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Par passage 3 la limite on obtient, / fr(r)dy = %
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la série Z 1 Qk T est convergente.
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Log(2) — 1 = F(1) + Log(g—) - -21—

. a) ¢ est continue par morceaux sur [2,+oo[ et

0< ¢(z) < s oo;;lj-
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la permutation Z et / se justifie par :
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porrs est intégrable sur {2, +o0|.
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» la série Zk>2'“'"27;"i—" converge simplement sur [2, +oo[.
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Pour justifier la permutation on peut aussi montrer que
T~ (=DFE(g)

ldz = Vj et 2 k>2 Vi converge.
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d) Soit A, = Log(1 + ——) - On a,
Z[ 6N = 3 nldnss — An) = Ndwss = 3 Au = 24,
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En faisant tendre N vers +oco on obtxent
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V= Ay —2A = F(1) + = — Log~
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Quatrieme partie



1. Log(G,(z)) = Logn! + zLogn — Z Log(xz + k) = xLogn — ZLog(l + ) = ng(z) —~ TV
k=1 k=1 k=1

2. a) Par passage a la limite dans question 1), on obtient V €] — 1, +00,
Log(G(z)) = F(z) — zvy donc G(z) = eF@)-7=,

En faisant tendre n vers +oo on obtient G(z + 1) = (z + 1)G(=z).

c) e D’aprés 2-a), on a H(x) = G—:(;—)— >0,Vz>0.
_ _Gl+1)
o zH(z) = G(z) = i = Hz+1).
o H(1) = _Q.g.ll =1
e H est C? sur 10, +oo[ et (LogH)"(z) = F"(z) + Z 7 n)2 -1-5 > 0.

3. Par récurrence J(n) = (n — 1)! = H(n) = (n — 1)' = G(n) = nl.

4. a) i) On applique I'inégalité de convexité & LogJ :

rn—l<n<n+z = Log#(i)u< lLog_{(fi.x_)

1) "z J(n) ’

1 J(n+ 1) J(n+1)

1 — —_— < —_——
*xn<n+z<n+l = mLog T < Log N

ii) En utilisant 3 et 4-a), on obtient,

J(n + x)

zLog(n — 1) < Log T

<zLlogn = (n—n - 1) < J(n+z) <n*(n -1

iii) Par récurrence sur p on obtient J(p+2) = (z +p— 1)z +p—2)---zJ(z), p€ N*.

iv) On applique 4-a)-ii),
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b) Par passage 4 la limite dans 4 — a) — 4v) on obtient ¥ z €]0, 1f, on a J(z) = ot

L’égalité reste vraie pour z = 1.

)OnaGz)=zGr-1)=2(2~1)Gz~2)=z(z-1)---(z — p+ 1)G(z — p).

d) Jetx G:(:) coincident sur )0, 1] d’aprés 4-b).



pour z > let p= E(z) onaJ(z—p)= —-—f———p—- car r ~ p €]0,1],
G(z)
T

on obtient

=(x-1)(x—p+1)(z-pJz-p) = J(z)

Cinquieme partie

. Pourtout n € Z, C,(f) = %1_)—7;) sin{zm)

sin(zm)  sin(zw) etnt gmint
La série de Fourier de f est (am) + ( Z( ne [ + :
T T a1 r—n T+n

. f est de Classe C'- par morceaux sur R.
On applique le Théoréme de Dirichlet : La série de Fourier de f converge simplement vers

f(t) site]—ma
fritro {f(-r) ) _ SO ooy it -
“Powt=r,
fr(r) = fEm+ i) _ 2+ f(m) = cos(zm) = qufiﬂ) + smgrm) ; = Q_Inz
4 8)0) | 2jn2] < nf - pour n > 2, done Z = converge normalement sur 0,/

n>1

ii) On intégre{';sﬁr ]0, u] ; ’égalité de la question 3 on obtient,

=u

/“ T Cdsgzﬂ) — sin(rz) dp = [L (sm (nx) )} == _ Log(sin(ﬂ'u))
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iii) Lo g( (WU)) = 11m ZLog(l - -—3) = hm Log (H(l - n——)) donce
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b)) Ga(W)Ga(l ~ ) = —2—(1-u) [H 1- 75)]
N wu(l - u)

Par passage & la limite et en utilisant 4-a)-iii) on obtient G(u)G(1 - u) = Py

ii) On a, G(u) = FW-7_Op remplace dans la relation précédente on obtient

F(U)+F(1—u):7+L0g(M)

sin{nu)

c) En faisant tendre u vers 0 dans 4-b)-ii), on obtient F(1) =+.
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Sixieme partie
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Or d’aprés 2. N}—lf—l;-loo nz=:1 cpN(n) = 0 donc
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. On a cotgz — 2cotg(2z) = tgz.

. On a:

* Siz €] —m,7\{0} =zcotg(z) =1—2 Z C(Qk)

et
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* Sixze€]— 5 5[\{0} 2zcotg(2zx) =1 — 22 22k (2k) %
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donc tgx = 2 Z C‘,(ii’:) (22*% — 1)2?*~ !, vraie pour = = 0.
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En utilisant le réegle de D’Alembert pour les séries numériques on obtient
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ne 5
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i 2 4
Par unicité du développement en série entidre on obtient ({(2) = % et ((4) = g—o—




