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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et au

soin de la présentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.
1l est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite,

méme s’il n'a pu étre démoniré.

Exercice

Soient a un réel strictement positif et ¢ la fonction définie sur IR par :

1
w(z) = cha —cosz’
1. Montrer que
—2e*
T) = -~ - .
<P( ) (ew —_ ea)(ezx — e—-a)

2. Montrer qu’il existe une suite réelle (7,)n>0, que 'on déterminera, vérifiant pour
tout x € IR,

o(z) = f: Yn cOS(NT).

n=0

3. En déduire I'expression des intégrales

27
I, = /0 w(z) cos(nz)dz, n € IN




et
2
I= / ©*(x)dz.
0
On suppose que y admet un développement en série entidre au voisinage de 0.

1. Etablir que ce développement s’écrit :

<400
o(z) =) bz

p=0
2. Calculer b, et b,.
3. En remarquant la relation
p(z)(cha — cosz) = 1,
exprimer b,(n > 1) en fonction de by, by, -, bp_1.

4. Démontrer que pour tout entier naturel n :

a-—2n

bl < ——.
| |—cha—l

5. En déduire un minorant du rayon de convergence R de la série entitre S b,a?".

p=20
eiZ + e—'iz
6. On pose cosz = —5 2 ed.
(a) Résoudre dans @ I'équation d’inconnue z :  cos z = cha.

(b) Soit la série entiére »_ b,z* de rayon de convergence R. On note
p20 ’

S(z) = i bpz?.

p=0
i. Démontrer que pour tout z €@ tel que | z |< Ron a :
S(z)(cha — cosz) = 1.
ii. En déduire la valeur du rayon de convergence R.

Probleme
Partie I

Soient zo un réel fixé et f une application continue de [0, +oo[ & valeurs dans @ tels
que Papplication ¢t — f(t)e™** soit intégrable sur [0, +oo|.



1. (a) Montrer que pour tout z > xzg, 'application t f(t)e™ ™ est intégrable sur

[0, +00[. On pose pour z > zy :

L) = [ " ft)et=dt.

(b) Montrer que L est continue sur [xg, +00].

(c) Montrer que L est de classe C* sur |z, +00].
2. On suppose dans cette question que pour tout > z, L(z) = 0. On introduit la
fonction
F:[0,+c[—0@
t
t — F(t) = f F(s)e~°ds.

0

(a) Montrer que pour tout z > zg, I'application ¢ s F(t)e~(==20)t est intégrable

(b)

(c)

(d)
(e)

(f)
3. (a)

(b)
(c)

sur [0, +o0[ et que
+oo
]0 F(t)e~E==o)tqs — .

Montrer que pour tout z > x,
fo 1 F(~1n{#))t*~"1dt = 0.
En déduire que pour tout n € IV,
fo " P(—In(8))t"dt = 0.

Montrer que l'application ¢ — F(—In(t)) est prolongeable en une fonction
continue sur [0, 1]. On notera G ce prolongement.

Montrer que P'application G est nulle sur [0, 1] (on pourra utiliser le théoréme
de Weierstrass).

En déduire que f est nulle sur [0, +oo].
Soient 3 €]0, g[ et (r,8) €]0, +oo[x] — 3, B[. Montrer que Papplication

U — f(u)e—'u(:r,o+re"'9)

est intégrable sur [0, +oo].
On pose pour (r,8) €]0, +oo[x] — 3, B,

+co g
h(r,8) = /0 f(uw)e u@o+me®) gy,

Soit @ fixé dans | — 3, 5. Montrer que I’application r — h(r, #) est de classe C?
sur |0, +ool.

Soit r fixé dans |0, +-0o[. Montrer que I’application 8 s h(r, 8) est de classe C*
sur | — 3, 8[.



(d) Vérifier que, V (r,8) € ]0, +oo[x] — 3, 8],

Oh . Oh
%(r, 8) — ZTE;(T’ g) = 0.

Partie 11

Dans la suite du probléme on appelle série de Dirichlet toute série de la forme > a,e
n>1

ou z appartient 4, (a,)n>1 est une suite & valeurs complexes et (\,),>1 est une suite de

nombres réels positifs, strictement croissante et non majorée.

Pour toute série de Dirichlet »  a,e™*"*, on désigne par
n>1

D. = {z € R tels que »_ a,e* converge }.
n>1

D, = {z € R tels que ) a,e " converge absolument }.
n>1

On définit 'abscisse de convergence o, et I’abscisse de convergence absolue o, par :
o.=infD, et o,=infD,.
On convient que :

si D,=0, alors g, =+0cc et si D, =0, alors o, = +o0.

1. Soit Z ane” 7 une série de Dirichlet d’abscisse de convergence o, et d’abscisse de
n>1
convergence absolue o,.

(a) Montrer que o, < 0o,.

(b) Montrer que si a,, est réel positif pour tout n > 1, alors o, = o,.

2. (a) Soit la série de Dirichlet »_ e~ ™% Déterminer son abscisse de convergence
n>1
o. et son abscisse de convergence absolue o,.

(b) Soit la série de Dirichlet »_(—1)"e™!»(™?  Déterminer son abscisse de conver-
n>1
gence o, et son abscisse de convergence absolue o,.

3. Soit la série de Dirichlet Y a,e™ ™% ol (a,)n>1 est une suite de nombres com-
n>1
plexes.

. P P a
(a) Montrer que si pour un réel z, la série E ——;i converge, alors pour tout € > 0,
n
n=1 :

, . Qn
la série ; —ire oonverge absolument.
n>




(b) Montrer alors que :
O L 0q < 0.+ 1.

. . - . 1
4. Soit une série de Dirichlet E ane ***. On suppose que lim Ii\(n) =be IR".
T~ o

n>i +00

(a) Montrer que pour tout € > 0, il existe ng € IV tel que :

Vn2>ng, A\,> In(n
os Ao 2 7 In(n).
(b) Soit = un réel tel que la série Z a,e converge. soient € > 0 et a > 0.
n>1
Montrer que la série a,e™*** converge absolument o1 2’ = z+ (1+a)(b+e).
n>1

(c) Montrer que
Oc S 0g S0+ b

SOit a,Ee = une série de Dirichlet d’abscisse de convergence absolue Tq ﬁnie.
n
n>1

1. Montrer que pour tout z > o,, la série Z ane *n? converge absolument.
n>1

On pose pour z €]o,, +oo|, g(z) = Z ane 2.

2. Montrer que g est continue sur |o,, +o0.

3. Soit z € € tel que R(z) > o,, ol N(z) désigne la partie réelle de 2.

Montrer que la série Z ane~An?

n>1

converge absolument.

4. Soient zy > 0, et 5 €]0, Z|.
On pose pour (r, §) €]0, +oo[x] — 8, 5],

oo .
F(,6) = 3 ageinotre®),

n=1

(a) Soit @ fixé dans | — 3, 3(. Montrer que I'application 7 — f (r, 8) est de classe C!
sur ]0, +oo.

(b) Soit r fixé dans |0, +oo[. Montrer que ’application 6 — f(r, §) est de classe C*
sur | - 3, 8[.
(c) Vérifier que, V (r,8) €0, +o0[x] ~ 3, 3],

of of _
5 —(r,6) — B'r —(r,0) =0.



