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L'usage des calculatrices est strictement interdit.

Une grande importance sera attachée & la rigueur du raisonnement, & la clarté
de la rédaction et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat
énoncé dans le sujet peut &tre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu
&tre démontré. 3

Probléme 1.
Partie 1

Soit A € R\{0}. Pour n € N*, on désigne par 'u.,.(.\) = /: c}s().:r) cos(nz)dz.

AshAm
— [_1\n
1. Montrer que ug(A) =(-1) n?+ A2

général u,()) est convergente.

et en déduire que la série de terme

2. PourzeRetneN* ,onposeD..(z)=1+2z:cos(k:z:).
k=1

a) Calculer /. D, (z)dz.
0




b) Montrer que pour tout = dans R , on a :

i {20+l
sin(¥&F ) | »
Da(z) = __L_sin(g) , sizé¢2nZ
2n+1, siz € 27Z,

ou 2nZ = {27k , k€ Z}.
3. Soit ¢ l'application définie sur [0 ,7] par ¢(z) = ch(Az) — 1.

. Montrer la rela’cion's'_uivahte :

S =1- f—"—%ﬂ 53 /: o(z) Do (z)dz.

k=1
p(z)
4. a) Montrer que la fonction z — ®(z) = { sin(%)’ si z €0, 7]
| ' 0,siz=0

est de classe C? sur [0 ,7].
b) En utilisant une intégration par parties, montrer que

ngrf / @(x)Dn(z)dz = 0.

5. A l'aide des résultats précédents, montrer que pour A € R\{0} on a:

(= 1 = 1
R )
n? 4+ X" 22 sh,(>\7r) A
6. Cafculer 1& sommes des séries numériques suivantes :
- +o00 n +oo0 n
() ) (=1)
~9n? + 1 n?+4
n=1 7 n=1
Partie IT
| A-
Soit A € R\{0}. On considére ’équation différentielle du second ordre &
coefficients constants :

y'(z) - Ny(z) = 3
1. Montrer que toute solution réelle de cette équation est de la forme

Y(o) = ach(32) + Bsh(Ma) — = , & fER

2. En déduire la solution paire de cette équation vérifiant 3/ () = 32_r




_B-

. Montrer que pour tout = €]-7 , 7], on a :

)

n=1

n+1

sin{nz).

. Montrer que pour tout z € [-7r 1r] ,ona:

=—3— 42

n=1

cos(n:z;).

. Pour z € R, on pose

h(z) = Z (= 57 cos(nz) et f(:v)=z (1) cos(nz).

n2(n? + X?) L2 4+ N2
a) Montrer que h est de classe C? sur R et que l’on a pour tout réel ,
W'(z) = f(z).
A2 1 1

b) Vérifier que __—_n2(n2 ) = T

¢) En déduire que pour tout z € [-w , 7], on a:

fz)=— - —1-5 + X*h(z).

. Montrer que la fonction f est de classe C? sur [-7 , ] , paire et qu’elle

est solution de I'équation différentielle : y'(z) — Ny(z) = avec

2
y(m =5

2
. Montrer que pour z € [-w , 7} ,on a:

—~n? + )\2 T 2xsh(dm)  2)?
. Montrer que pour tout z €}-7 , 7], ona:

1 7w sh{\x
Z( sh{Xz)

Y+
22 sin(ne) = 5 2 sh(Am)’




Probléme 2.

On désigne par E = R[X], l'espace vectoriel des polyndémes a coefficients
réels et pour n € N, E,, = R,,[X] le sous espace de E formé par les polynsmes
de degré inférieur ou égal & n. Sur F, on considére le produit scalaire défini
par :

VYPQ€EE, f(p /Q) = / 1_1 P(@)Q(z)ds.

Partie I

1. On définit la suite (P )n>0 de polyndmes de E par récurrence :
Po =1

n—1 n
P,=X"— Zwﬂ, Yn > 1,
k=0 ”Pk”

ot ||Pe||® = (P / P:) , pour k € N.
a) Calculer P, ,P, et Ps.
b) Vérifier que chaque polyndme P, est de degré n. .
¢) Montrer que pour tout n € N, on a P(—X) = (-1)"F(X).
" (On pourra raisonner par récurrence).
. a) Montrer la relation d’orthogonalité :
Vn#m; (P, / Pn)=0.
b) Montrer que {Fy , P, ,-+, Pa} est une base de F,,.
3. a) Montrer que pour tousn et p dans Navecp<n ,ona:
(Pn / X?)=0.
b) Soit Q € E , de degré ¢ < n , montrer que :
(Pn/Q)=0.

¢) Montrer que pour toutn>1,o0na:
(P, | XP 1) = (P, /| X™).
En déduire que (P, / XPa-1) = | Pall®.




4. a) Vérifier que pour tous P et Q dans £/, on a :
(XP [ Q)= (P ]/ XQ).

b) En décomposant le polynéme X P, sur la base {Fp, P, -+ ,Pas1} ,
montrer qu’il existe trois suites réelles (a,) , (bn) et (ca) telles que

XP, = anPps1 + b Py + cyPp-y, pour tout n > 1.

|21t

c¢) Montrer que pour tout > 1,8, =1,y =0et cp = 5.
Bl

Partie I1
1. Pour tout n € N, on pose R, = (X?—1)" et Q, = %(Rn) » ou

k
‘;%(Rn) désigne la dérivée k*™ du polyndme R,,.

a) Quel est le degré du polyndme Q,? Quel est le coefficient de son
mon6me de plus haut degré?

b) Vérifier que {Qo ,@1 , -+, @n} est une base de E,,.

2. a) Montrer que pour k entier tel que 0 < k < n — 1, le polynéme
T2 k(R,,) s’annule en —1 et 1.
b) En intégrant par parties , montrer que pour tout P € E,

(Qn | P) = (~1)" / il[%P(x)]R,,(m)dz.

¢) En déduire que (Qn / Pm) =0, pour m < m.
d) Montrer alors que pour tout n € N , il existe A, € R tel que
Qn = AP, puis calculer ). = (@
i
3. Pour tout n € N, on pose I,, = "Qnuz et Jp = / (z% — 1)"dz.

X a) Montrer que I, = (—1)*(2n)!J,.
b) Trouver une relation entre J, et Jy_; , pour n 2 1 puis donner
I'expression de J,,.

_ B
NP
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¢) Donner alors ||Qn ||2 , llP,,"2
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