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Exercice 1 

et 
1) Pour tout t ~ 0, on a cht ~ 2. 

_ 1 2n +1 _ 
Ce qui donne que: n+l :S -(+l)t : intégrable au voisinage de +00.

(cht) en 

J+OO dt J+oo 2 1r 
2) • En posant s = et, on a: ao = - = -2--ds = -2 . 

.0 cht l s + 1 

J+OO dt [Sht] +00 
• al = 0 (cht)2 = cht 0 = 1. 

. 1 
3) PUlsque pour tout t ~ 0, cht :S 1, alors an+l :S an, pour tout n E N. 

4) a) Il est clair que cht :S et. 

t2 

De plus en étudiant la fonction 9 définie sur [0, +oo[ par : g(t) = cht -1- 2' 
t 2 

on montre que g(t) :S 0, pour tout t ~ O. Par suite 1 + 2 :S cht. 

(On peut aussi utiliser la formule de Taylor de la fonction cht). 

t2) n+l 
b) En utilisant a) on a pour tout t ~ 0: 1 + 2 :S (chtr+ l :S e(n+l)t.( 
De plus d'aprés la formule du Binôme de Newton, on a ; 

Ce qui donne le résultat. 
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c) En intégrant les inégalités de la question précédente, on a: 

+00 +00 

e-(n+l)tdt < a < J dt . 
- n - t2J 

o 0 1 + (n + 1) 2 

+OO 1 
D'autre part, on a : e-(n+1)tdt = --. 

J o n + 1 

~ b·Et en posant s = V~-2- t, on a tIent que: 

+JOO dt f2+Joo ds 'Ir 

t2 = V~ s2 + 1 = J2 (n + 1) . 
ol+n+1( ) 2 0 

1 'Ir 
Ainsi on a pour tout n EN: -- < an < . 

n+l- -J2(n+l) 

1 1 

cl) Comme lim (_1_); = lim ( 'Ir ) ; = 1, on en déduit 
n-++oo n + 1 n-++oo J2 (n + 1) 

que lim ~= 1. 
n-++oo 

5) a) En intégrant par parties, on obtient que : 

+OO dt [sht] +00 [+00 (sht)2 
o (chtr+3 = (chtr+ 2 0 + (n + 1). 0 (chtr+ 3dt.J 

Ceci donne que an+2 = (n + l)an - (n + l)an+2. D-'-où an+2~1O:::: n + 1an. 
. n+2 
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b) Si n = 2m, on montre par itération que: 

2m - 1 (2m)! . (2m)! 
a2m = 2m a2m-2 = .... = 22m (m!)2 ao = 22m+1 (m!)2 7T. 

Si n = 2m + 1, on montre de même par itération que: 

2m 22m (m!)2 22m (m!)2 
a2m+1 = 2m + 1a2m-1 = .... = (2m + 1)!al ~ (2m + 1)1· 

6) a) Puisque lim ~ = 1, alors d'aprés la règle de Cauchy, le rayon de 
n-->+oo 

convergence de la série L lLnxn, est .R = 1. 
n2:0 

b) Pour tout nE N, on a: an 2: _1_ et comme la série L _1_ diverge, 
n + 1 n2:0 n + 1 

alors L lLn diverge. 
n2:0 

D'autre part, en utilisant les inégalités de 4)c) il est clair que la suite (an)n 

décroit vers O. Donc la série alternée L (-Ir lLn converge. 
n2:0 

n7) a) Soit f(x) = L anx , pour XE] -1,1[, alors ona: 
n2:0 

l(1 - x2)f'(x) - xf(x) = al + L ((n + 2) lLn+2 - (n + 1) an) xn+ . 
n2:0 

n+l .. 
Comme al = 1, et an+2 = --2an, alors f est bien solution de 

n+ 

(1 - x 2)f'(x) - xf(x'f= 1, si Ixl < 1, "'... 

{ f(O) = ao· 

3 



b) Puisque f vérifie l'équation différentielle suivante 

X - 1 
f'(x) - (1 _ x2) f(x) = (1 _ x2)' S'l Ixl < 1, 

(*) 
{ 7f 

f(0)=2' 

alors f(x) = exp (Jx_t2dt) [~+Jx ~exp (-Jt ~ds) dt]
ol-t 2- ol-t ol-s_ 

1 [7f JX dt ] 
= JI - x 2 2 + 0 JI=t2
 

= ~ [~+Arcsinx].

1 - x 2 2 

(On pourra vérifier directement que la fonction x ---. ~ [~ + Arc sin x] 

définie sur ] - 1, 1[ vérifie (*). Ce qui donne le résultat d'aprés l'unicité). 

Arcsinx 
8) a) On a pour tout x E] - 1,1[, h(x) = JI=X2' 

1- x 2 

Ce qui donne que JX h(t)dt = ~ (Arc sin x)2 , pour x E] - 1,1[. 
o 2 

b) En utilisant la question précédente, on a pour tout x El - 1,1[, 

x x2n+2
 
(Arcsinx)2 = 2 h(t)dt = 2 L a2n+1 - --.
 

J o n~O 2n + 2
 

D'où d'après l'expression de l1n de la question 5)b), on obtient que: 

-22n- 1 ((n _ 1),)2 2n "'~ 
(Arcsinx)2 = ~ . . x "Ix E] -1,1[.

6 (2n)! ' 
n~l 
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Exercice 2 

1) On a J+oo cp).. (x)dx = ÀJ+oo e->.xdx = 1. 
-00 0 

D'où cp).. est une densité de probabilité sur JR. 

b) • E(X) = J~ooXCP;(X)dX = ÀJ+oo xe->.xdx. 
-00 0 

En intégrant par parties, on a : 

+00 

E(X) = [_xe->.x]:oo + J e-)..xdx = 1· 
o 

• V(X) = E(X2) - (E(X))2 = ÀJ+oo x2e-)..xdx -~. 
o À 

A l'aide d'une intégration par parties, on a : 

+00 +00 

À J x2e-)..xdx = 2 Jxe->.xdx = ;2' 
o 0 

D'où V(X) = ~. 
À 

J
+OO
 

(On peut aussi utiliser f(n + 1) = 0 xne-xdx = n!).
 

c) Pour tout tER, on a : F(t) = P(X < t) = J~oo cp).. (x) dx. 

Ce qui donne que 

si t < 0 
si t 2: O. 
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2) Pour tout n E N, ona : Un = F(n + 0) - F(n) = e-Àn (1- e- ÀO ) . 

Comme e-À < 1, alors la série géomtrique L: Un converge et sa. somme est 
n~O 

ÀO1 - es= ---.,1 - e- À • 

3) • Pour tout n EN, ona : 

n+l 

ÀP(Y = n) = J)..e-Àxdx = e- Àn(1- e- ). 

n 

e-À 
À Àn• E(Y) = L: nP(Y = n) = (1- e- ) L: ne- = -À· 

n~O n~l 1 - e 

4) a) Les égalités sont triviales. 

b) Puisque Xl et X2 sont deux variables aléatoires indépendantes, alors: 

P(U < t) = (P(X I < t))2 = (F(t))2 . 

D'où en utilisant l)c), on obtient que: 

0 si t < 0 
P(U < t) = ('1 _ e- Àt )2 ,{ si t 2 o. 

D'autre part on a de même: P(V 2 t) = (P(XI 2 t))2 = (1 - F(t))2 . 

Ce qui donne que: 

si t < 0 
P(V 2 t) = { ~'-2Àt, si t 20. 

---..'.. 
e) • La densité de la variable aléatoire U est donnée par: 

si t < 0 
u(t) = ~ (P(U < t)) = { ~~e-Àt (1- e-Àt) , si t > O. 
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• La densi té de la variable aléatoire V est donnée par : 

si t < 0 
v(t) = ~(1 - P(V ~ t» = { ~~e-2Àt, si t > O. 

Exercice 3 

1) On a detA = O,donc] n'est pas bijctive. 

2) • Ker] = Vect(l, 1, -1) . 

• Comme (J(el),](e2» forme un système libre de 1R3 et dim lm] = 2, alors 

lm]= Vect(J(el),](e2» =Vect((O,-I,I)j (2,5,-4». 

3) Le polynome caractéristique de A est donné par: 

PA(X) = det (A - XI) = -X(X - 1)(X - 2). 

Alors les valeurs propres de A sont 0,1 et 2. 

D'autre part, en remarquant que les valeurs propres de A sont deux à deux 

distinctes, on déduit que A est diagonalisable. 

4) On prend B' = (Ul, U2, U3), avec : 
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5) La matrice de passage de B à B' est donnée par : 

p = ( ~ ~ ~). p- i = (~ -212 ~12)De plus 
-1 0 -1 -1 

6) Puisque A est diagonalisable, alors A = PDp-l, où D est la matrice 

diagonale suivante: 

D=(~~~). 
002 

DnD'où An = PDnp- 1
, avec = (~ ~ ~). 

o 0 2n 

Ce qui donne que : 

An = (_~n 1+~n+l 1]2n ). 
2n _2n +1 _2Tl 

7)a) On a	 u(t) = x(t) - 2y(t) - 2z(t) 

v(t) = y(t) + z(t) 

w(t) = -x(t) + 2y(t) + z(t). 

b) En utilisant les égalités suivantes 

x'(t) = 2y(t) + 2z(t) 

y'(t) = -2x(t) + 5y(t) + 3z(t) 

z'(t) = 2x(t) - 4y(t) - 2z(t). 

On obtient que: 

u'(t) = x'(t) - 2y'(t) - 2z'(t) = 0 

v'(t) = y'(t) + z'(t) = y(t) + z(t) = v(t) 
-	 ~ 

w'(t) = -x'(t) + 2y'(t) + z'(t) = -2x(t) +4y(t) + 2z(t) ~2w(t). 

De plus, comme x(O) = z(O) = 0 et y(O) = 1, alors u(O) = 2, v(O) = -1 

et w(O) = -2. 
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c) Il est clair que u(t) = 2, pour tout t E lR.
 

D'autre part, comme v est_solution de l'équation différentielle:
 

v'(t) - v(t) = 0, avec v(O) = -1, alors v(t) = _e-t , pour tout t E IR.
 

De même, on a : w(t) = _2e-2t , pour tout t E IR.
 

Ce qui donne, en utilisant que X(t) = PU(t), l'expression des fonctions
 
x,y,z: 

-

x(t) = 2 - 2et 

y(t) = 2 - et - 2e2t 

{ 
z(t) = -2 + 2e2t . 
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