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Exercice 

1) a) La fonction 9 est continue sur IR, paire et 27r-périodique, donc 
bn = 0, "In EN". 

7r2 1 
De plus, un calcul direct donne ao = 6 et an = - n 2 ' "In E N". 

Donc la série de Fourier de 9 est donnée par: 

® Sg(x) = ~ 
2 

- L co:~x, pour x ER 
n2:1 

b) D'aprés le théorème de Dirichlet, on a pour x E [0,27T] 

~,s 

Ce qui donne que pour tout x E [0,7r] , 

7r
2 

"" 1- 2sin
2

nx ( )
-6-L...J 2 =X7r-X. 

n . 
n2:1 

7r2 

En remarquant qu'en prenant x = 0, on obtient 6 = et par 

conséquent: 

2 .t\,CS
"" sin nx _ x (7r - x) \-1 [ ]
L...J n2 - 2 ,vXEO,7r. 
n2:1 

2) D'aprés la question précédente, on a pour x E ]0, 7T] , 

. 2 
"" sm nx = 7T - X < ?!:.. 
L...J n 2 x 2 - 2 
n2:1 
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Soit x > 0, alors il existe kEN tel que xE ]k7r, (k + 1) 71"]. Donc on a: 

3) a) Soient p, q E N tel que p < q et x > 0, alors d'aprés la question 
précédente on a: 

b) Comme Hm an = 0, alors Vé > 0, 3p E N tel que Vn 2: p, on a lanl :S é. 
n-++oo 

D'où pour q > P, on a: 

® Ce qui montre que la série L Un converge uniformément vers une fonction 
n2:1 

continue sur R+. 

Maintenant, en remarquant que la fonction Un est paire, on conclut que la 
série L Un converge vers une fonction continue sur R. 

n>l 

Problème 

J+oo tf(t)
Soit E = {f E Cb([O, +00[, R) : Vx > 0; 2 2dt converge}. 

o x + t 
Partie 1 

1 si 0 ~ t ~ e, 
1) Soient 9(t) = 1 +t t 2 ' t 2: 0 et 'l/J(t) = _1_

{ si t > e.
Logt 

1 
a) On a Vt 2: 0,0 S; cp(t) :S 2" et	 cp est continue sur [0,+00[. 
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'J+oo t<p(t) J+oo t
2 

De plus 0< &=	 & 
- 0 X2 +t2 0 (l+t2)(x2+t2)

+OO 1 7r 
< (2) dt = - < +00. 
- J 0 l+t 2 

Donc <p E E. 

On a pour x > 0 et x i= 1 : 
2u 1 1 x 1 

(1 + u)(x2 + u) = (1 - x2) (1 + u) + (x2 - 1) (x2 + u)· 

. J+oo t<p(t) 7r. 1Ce qw donne: 0 (x2 + t2)(1 + t2 ) dt = 2(x + 1) j SI X i= 1. 

t2 1 1
D'autre part on a :	 0)5

(1 + t2)2 - (1 + t2) (1 + t2)2·
 
+OO t2 J+oo 1
7r 

D'où (2)2 dt = -2 - ( 2)2 dt .J o l+t	 0 l+t 

En posant t = tgO , on obtient J+oo ( 1 2)2dt = J~ cos20 dO =~. 1 
o l+t 0 4 

+OO t2 7r 

Ce qui donne 0 (1 + t2)2 dt = "4J 
+OO t<p( t) 7r 

En somme, on a: Vx > 0, 2 2dt = ( ) . 
o	 x+t 2x+lJ

ttJ;(t) 1 
b)	 Comme Vx > 0, 2 2 '"'-' -- (quand t -+ +00) et 

x + t tLogt
 

+OO -LIdt = +00, alors tJ; tJ. E.
J e t ogt 

t2)	 Les fonctions e- , sin t et cos t sont continues et bornées sur [0, +00[. 

De plus on a: Vx > 0 

te- t e-t	 J+oo te-t 
converge.•	 x2 + t2 rv -t- (t ---+ +00), donc 0 x2 + t2dt 

Ce qui montre que t 1---+ e- t est dans E .
 

2 t2
• )'+00 t sin t _ [-t cos t] +00 )'+00 x _ 
2 2dt - 2 2 + (2 2)2 cos t dt. 

o x +t x +t 0 0 x +t
 

~1/+00 t2sint2dtj~)-+OO 2
1 2dt <+00.
 

. 0 x +t 0 x +t 
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2+00 t COS t [ t sin t ] +00 /+00 x - t 2 
• 5 

• 2 2dt = 2 2 - (2 2)2 sm t dt. AJ 
/ o x +t x +t 0 0 x +t 

~ 11+00 

t'2cost2dtl::; /+00 2 1 2 dt < +00. 
o x +t 0 x +t
 

Ainsi les fonctions sin t et cos t sont dans E.
 

3) Soit f une fonction réelle continue sur [0, +oo[ telle que 

Hm f(t) = l E 1R. 
t-++oo
 

a) lim f(t) = l ~ 3a > 0 tq \ft ~ a, If(t) 1 ::; III + 1.
 
t-++oo 

Comme f est continue sur [O,+oo[ ~ max If(t)1 existe et est fini. Q,'3 
O~t~a 

Donc \ft ~ 0, If(t)1 ::; max If(t)j + III + 1. 
og~a 

b) • Supposons que l > 0, alors 3a > 0 tel que \ft 2': a; f(t) ~ ~. 

J+oo tf(t) Ja tf(t) l J+oo t 
Donc 2 2 dt 2': 2 2 dt + - 2 2 dt = +00. 

o x +t 0 x +t 2 a X +t 

Donc f ~ E. 

• Si l < 0, lim (- f(t)) = -l > 0 ~ - f ~ E ~ f ~ E. 1. 
t--+oo 

c) Pour le cas l = 0, on a: 

• Hm «J(t) = 0 et <(J E E. 
t-++oo 

• Hm 'ljJ(t) = 0 et 'ljJ ~ E. 
t-++oo 

'+00 tf(t)
* Dans la suite pour f E E et x> 0, on pose T f(x) = 2 2dt . 

; o x + t 
4) Soit f E E, positive sur [0, +00[. 

2® a) Si 0 < x ~ y ~ \ft 2': 0; x2 + t2 :::; y2 + t 
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tJ(t) tJ(t) 
==> 0 ~ y2 + t2 ~ X2+ t 2 ==> T J (y) ~ T J (x). 

Donc T J est décroissante sur ]0, +00[. 

b)	 Puisque x I---t TJ(x) est décroissante sur ]0, +oo[ 

==> lim TJ(x) existe dans [0, +00].
x-o+ 

D'après le théorème de convergence monotone, on a: 
+oo tJ(t) J+oo J(t)

lim TJ(x) = lim TJC!J = lim...l.. 2dt = -dt ~ +00. 
x-o+ n_+oo J 0 n_+oo 2 + t 0 t 

n 

c)	 De même, lim TJ(x) existe et est positive. 0,5x-+oo 
D'après le théorème de convergence dominée, on a: 

J
+OO tJ(t)

lim TJ(x) = lim TJ(n) = lim 2 2dt = O. 

x-o+ n-+oo 0 n-+oo n + t 

(car 0 < tJ(t) < tJ(t) \:fn 2: 1, \:ft 2: 0 et TJ(1) < 00). 
-	 n2+ t 2 - 1 + t2 

+oo J(t)
5)	 Soit J E E. On suppose que -dt converge et qu'il existe deux 

J o t 
constantes c > 0 et 0: > 0 telles que pour t0ut t 2: 0; IJ(t)1 ~ c ta. 

a)	 On a \:fx > 0;
 

+00 tJ(t) /+00 J(t) +00 [t 1]

---7'--'---'-::- dt - - dt = J(t) 2 2 - - dt 

/ o x 2 + t 2 0 t / o x + t t 

= _x2 /+00 J(t) dt 1 
o (x2 + t2 )t 

= _ J+oo J(rx) dr 
o	 r(l + r 2) . 

(On pose t = rx ==> dt = xdr) 

1/+
00 
tJ(t) /+00 J(t) 1 /+00 raXa


b) 2 2dt - -dt ~c (2)dr "',5 
o	 x +t 0 t 0 r1+r
 

'+00 ra-l
 
= c xC< dr ----+ 0 

/,0 (1 + r 2 ) x-o+' 

'+OO J(t)
Donc lim T f(x) = -dt.}

x~o+ 0 t 
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6) a) Soient x> 0 et t ~ 0 

8 t 1 1 - 2xt	 1 2xt 1 1 11,5 
18x(x2 +t2 ) = (x2 +t2)2 ::; x2 +t2 x2 +t2 ::; x2 +t2 ' 

2xt
 
(car 0 ::; x 2 + t2 ::; 1).
 

D'autre part,
 

Donc 'Vt ~ 0, 'Vx > 0 , 

b) Soit 0 < a ::; x ::; b < +00. Alors pour t ~ 0 et f E E, on a: 

If(t)/ t If(t)1
et t ~ 2 2; t.....-	 (2 2)2 sont intégrables sur [0, +00[.

a +t a +t 
Donc 'Vf E E, la fonction Tf est de classe C2 sur ]0, +oo[ et on a pour 

tout x > 0; 

, J+CXl tf(t) "J+CXl t(3x2 
- t2

) Z,
(Tf) (x) = -2x (2 2)2 dt et (Tf) (x) = 2 (2 2)3 f(t)dt.

o x +t	 0 x +t . 

c) Soit M = sup If(t)l. On a pour x > 0 : 
t~O 

!(Tf)'(x)/ < 2XMJ+00 ( 2 t 2)2 dt = xM [ 2-
1 

2]+CXl _ M 
o	 x +t x +t 0 x 

1 
1(Tf)"(x) [ < 6MJ+00	 ( 2 t 2)2 dt = 3M [ 2- 2]+00 _ 3~. 

o x +t x	 +t 0 x 

7) a) Il est facile de vérifier que 'V(x, t) f (0,0); 

282 t 2t(t2 - 3x2 ) a t® 8t2 (x2 +t2 )= (x2 +t2 )3 =-8x2 (X2 +t2 )' 

6 



b) Soit f E E telle que f soit de classe C2 sur [0, +oo[ et lim f'(t) = O. 
t~+oo t 

Soit x > 0, on a: 

+00 82 t [ 8 t ] +00 J+oo 8 t 
o 8t2 (x2 +t2 )f(t)dt= ôt(x2 +t2 )f(t) 0 - 0 ôt(x2 +t2)f'(t)dt

/ 

x2 - t 2 ] +00 /+00 8 t
 
= [ (x2 +t2)2 f (t) 0 - 0 ôt(x2 +t2 )f'(t)dt
 

2 t2f(O) /+00 8 t, . x 
= --2 - ôt( 2 2)f (t)dt; ( bm (2 2)2f(t) = 0, car f est bornée) '(.J

x 0 x + t t~+oo x + t 

= _f(O) _ [ t f'(t)] +00 +J+OO t f"(t)dt
2 2 2x x2 + t 0 0 x 2 + t

= _f(O) +J+oo t f"(t)dt; (car 1 t f'(t)l:::; 1f'(t)1 ---+ 0). ;z,
 
x 2 0 x 2 + t 2 x 2 + t2 t t-+oo
 

Donc "Ix > 0; 

+00 82 t f(O) /+00 t 
-82 ( 2 2)f(t)dt = --2 + 2 2f

/1 

(t)dt.
/ o t x +t x 0 x +t 

82 t 82 t 
c) Comme ôt2 (2 2) = - 8 2(2 2)' alors x +t x x +t 

"Ix> 0; (T f)"(X) = f(O) - /+00 t f"(t)dt. 
x2 0 x2 + t 2 

Partie II 

J+OO sint 7r 
1) On rappelle que 0 -t-dt = 2" Soit f( t) = sin t. On pose pour x > 0, 

+00 tsint
 
v(x) = T(f)(x) = 2 2 dt .
 

/ o x +t
 

a) On a pour x > 0 :
 
2 2 2 2
-tcost] +00 J+oo x - t J+oo x - t

v(x) = 2 2 + (2 2)2costdt = (2 2)2 cast dt.[ x + t 0 0 x +t 0 x + t 

J
b) On a "Ix> 0, 

+OO 1 7f 

Iv(x)1 :::; (2 ?)dt = -2 o x + t- x 
Donc lirn v(x) = O. 

x-+oo 

" 7 



J+OO sin t 
c) Puisque 0 -t-dt converge et Isin t\ ~ t, Vt 2: O. Il s'ensuit d'après 

J
(I-5-b), que 

+OO sint 7f 
lim v(x) = -dt = -. 

x-+O+ 0 t 2 

d) La fonction J(t) = sin t , est dans E, de classe (j2 sur [0, +oo[ et ... 
j'Ct) . cos t '.1

lim -- = hm -- = O. Alors d'après (I-7-c), on a pour tout x> 0 : 
t-++= t t-++= t 

(Tj)"(x) = - J+oo t f"(t)dt. 
o x 2 + t 2 

C'est à dire 

v"(x) = J+OO 2 t 2 sint dt. 
o x +t oS'1 

Donc Vx > 0, v"(x) - v(x) = O. 

e) Vx > 0; v(x) = aex + be-x, avec a, b E IR. .. 
Corrune lim 'l,J(x) = 0 => a = 0 

x--++oo 

et lim v(x) = ~ => b = ~. 
x--+O+ 2 2 -. 

7f
D'où Vx > 0, v(x) = '2e-x. 

J+= t 
2) On pose w(x) = 2 2 e-tdt, pour x> O. 

o x +t 
ta) Soit J(t) = e- , t 2: O. Alors J E E et J est positive. 

Donc d'après (I-4-c); lim TJ(x) = lim w(x) = O. 
x-++oo X--++OO 

t:?\ 
~ 

et 

b) La fonction J(t) = et , t 2: 0, est dans E, de classe C2 

lim j'Ct) = O. Donc d'après (I-7-c); 
t-++oc t 

(TJ)"(x) = ~ - j+= 2 t 2 f"(t)dt., Vx > O. 
x 0 x +t 

1
C'est à dire: wl/(x) + w(x) = 2"' Vx > O. 

x 

sur [0, +oo[ 

1 

-1 

c l 5 
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c) Comme pour tout t > a, on a w"(t) + w(t) = t
1 
2 ' alors pour tout 

x > O,on obtient
+00 +00 1 /+00 
x w(t)dt = 2dt - w"(t)dt

/ / x t x 

1 . 
= - + w'(x) (car lim w'(ç) = a d'après 1-6--c)

x ç--++oo 

1 /+00C'est à dire w'(x) = -- + w(t)dt. 
x x 

~ { w"(x) + w(x) = 2., "Ix> a 
cl) La fonction w vérifie (*) x 2 

lim w(x) = O. 
x--++oo 

x12 'u"(x) + u(x) = "Ix> 0 
Soit u une autre fonction sur ]0, +oo[ vérifiant: 

{ lim u(x) = 0,
x--++oo 

alors (u - w) := p vérifie: 

® p"(x) + p(x) = 0, "Ix> a 
{ lim p(x) = a,

x--++oo
 

p(x) = acosx + bsinx, "Ix> a
 
~ { lim p(x) = a,


x--++oo 

~ p(x) = 0; "Ix> O. 

C'est à dire u = w. 

Donc west l'unique fonction sur ]0, +oo[ vérifiant (*). 

e) On a pour tout x> 0; 

Ce qui donne: "Ix > 0, w"(x) = i- -w(x) ~ O. 
x 

C'est à dire que west convexe sur ]0, +00[. 

9
 



.... ",,-.-~.,.. 

.-,- 

....
 

c) i) On a pour 0 < x < 1; 

t 2 2 
/ 1;;;~ + 11 = 12L~gx 1:00 

e- Log(x + t )dt[ 

t{?\ :$ 21 Ll tLog(l + t2)dt --+ O.1 /+00 e
~ ogx 0 x~O+ 

Donc lim LW(x) = -l. 
x-+O+ ogx 

ii) Soit 0 < a :$ x :$ b < +00. Alors pour t ~ 0 , on a: 

Î 8 -t 2 2 1 2xe-t 2be-t 

-8 (e Log(x + t )) = 2 2:$ 2 2 
X x +t a +t1@ 

-t 

et t 'le ') est intégrable sur [0, +00[.f-----+ 

Q- + t-

Donc x f-----+ F(x):= /:00 e-t Log(x2 + t2)dt est dérivable sur ]0, +oo[ et 

la
 



.~:' 

on a pour tout x > a j 

J
+OO e-t 

F'(x) = 2x 2 2 dt 

J
o x +t 

+OO e-r:l: 

=	 2 --2dr. 
o l+r 

(on pose t = rx ===} dt = xdr). 

D'où en utilisant (II-3-b) on déduit que pour tout x > a 
1 1 1 e-r:l:J+oo 

w'(x) = -- + -F'(x) = -- + --dr. 
x 2 x 0 1 +r2 

cl)	 La fonction west continue. Puisque lim w(~\ = -1 
:1:--+0+ Log x 

===} west intégrable sur ]0, 1[ et lim x2w(x) = 1 ===} west intégrable:1:--++00 
sur [1, +00[. 

Donc west intégrable sur ]0, +00[. 

On a d'après (II-2-c) et (II-3-c-(ii)) 

+00 /+00 e-rx 
7f

w(x)dx = --2dr - (d'après le théorème de convergence-----t/ x 0 1 + r x--+o+ 2 
monotone). 

J
+OO 7f
 

Donc 0 w(t)dt = 2"'
 

4)	 On considère la fonction h définie sur ]0, +oo[ par: 

h(x) = /+00 cos t dt. 
o x +t
 

a) Posons x + t = u, alors on a
 

+00 cos(u - x) J+oo cos u /+00 sin u
h(x) =	 du = cos x --du +sinx --du./ x u	 x U x U 

+00 COSU 

j
b) Les fonctions x f----+ cos x; X f----+ sin x; x f----> . --du et 

/ x u 
+oc sinu 

x f---->. --du sont de classe C2 sur ]0, +00[. 
x u 

11 



Donc h est de' classe C2 sur JO, +oo[ et on a: 

+OO cos U J+oo sin u 1
h'(x) = - sin x --du + cos x --du - - ll,S

J x U x U x 
et 

+OO cos U J+oo sin u 1
h"(x) = - cos x --du - sinx --du + 2".J x U x U x 

C'est à dire: 'Vx > 0; h"(x) + h(x) = \. 
x 

c) 'Vx > 0; 

- J+oo cost
h(x) = --dt 

o x+t 

sin t ] +00 J+oo sin t 
=-- + dt[ x+t 0 0 (x+t)2 

J+OO sin t 
= dt 

o (x + t)2 

J+OO 1 1 
cl) On a 'Vx > 0; Ih(x)l:::; ( )2dt = -. 

o x+t x 

h"(X) + h(x) =~, 'Vx > a 
Donc h vérifie: x 

{ lim h(x) = O.x-++oo 
D'après (II-2-d), On a: h(x) = w(x), Vx > O. 0t'"::J 
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