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Une grande importance sera attachée d la rigueur du raisonnement, d la clarté et soin de la
présentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.

Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme
s’il n’a pu étre démontré.

Exercice

On note IR[X] 'espace des polynémes a coefficients réels, et pour tout entier naturel NV,
IRN[X] le sous espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal & V.
On désigne par a un réel tel que a > —1.

1) Montrer que pour tout couple de polynomes P et Q de IR[X], la fonction qui :

z— P(z)Q(z)(1 - 2%)°
est intégrable sur | — 1, 1[. On notera
1

(P,Qa= [

~1

P@)Q(z)(1 - 2*)%ds

2) Montrer que ’application
()a: RX]x RX]— R

(P.Q) = (P,Qa= [ 11 P@)Q()(1 — 2)%dz

définit un produit scalaire sur R[X].
1 3) Montrer que, pour tout n € N et z €] — 1,1, ona:

an
oz™
ou JZ est un polynome de degré n.

4) Montrer que, pour tout n, m € IV tels que n #m, on a: (J2, J2)a =0
5) a) calculer J(1).

((1=2%)™") = (1-2)"J3(z)
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b) Montrer que, pour tout n € IV, J&(—z) = (=1)*J%(x).
c¢) En déduire, suivant la parité de n, la valeur de J&(—1).
: 6) Soit I'application A, définie par :

Aq : Ry[X] — Ry[X]

P — A,(P)

ol A,(P) est un polynéme tel que, Vz €] — 1, 1],
0 oP
— {1 — »2\—a _ 2yatlZ
AG(P)(:L‘) - (1 z ) az((]‘ z ) ax)

a) Montrer que A, définit un endomorphisme sur Ry[X].

b) Montrer que, pour tout P, Q € Ry(X], on a : (Aa(P),Q)a = (P, Ax(Q))a
7) Soit A une valeur propre de .4, et P un vecteur propre associé i A.

a) Montrer que P vérifie I’équation différentielle suivante :

(1-2¥)y" - 2(a+1)zy’ + Ay =0
b) Montrer que, pour tout n € {0,1, ..., N},
Av=n(n-1)+2(a+1)n

est une valeur propre de A,.
8) On prend o = 0. Vérifier que, pour tout n € {0,1, ..., N}, Ap(J2) = A8 J?L.

Probléme

Pour tout (n,m) € IN* x IN*, on note M, »(IR), I’espace vectoriel formé par les matrices
a coeflicients réels, & n lignes et m colonnes et M,,(IR) l'espace des matrices carrées & n
lignes et n colonnes.
Partie 1
1) a) Soient U, V € M, (R) avec VU # 0.
Prouver que A = U 'V est une matrice appartenant & M, (IR) de rang 1.
b) Soit A € M,(IR) une matrice de rang 1 et de trace non nulle.
i) Montrer qu'il existe U € M, 1(R), U # 0 tel que:
pour tout X € M, ;(IR), il existe un réel ax vérifiant AX = axU.
ii) On note A; la i*™ colonne de la matrice A et (Ej)ic(1,...n) la famille d’éléments de
M., 1(IR) définie par :

Ei = (ej‘l)lsjsn avec €i1 = 1 et ej,l =0 Sl] # 1

Vérifier que A; = AE;.
En déduire qu'’il existe a; € IR tel que A; = o;U.
(871 0

o
iii) On note V = :2 # O . Montrer que U 'V = A et que VU # 0.

a, 0
# c) En déduire qu’une matrice A € M,,(IR) de trace non nulle est de rang 1, si et seulement

s'il existe deux vecteurs U et V € M, 1(R) tels que VU #0et A=U V.
2) Soient U, V € M, (IR) tels que VU # 0.
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On note A =U 'V €M, (R), L = {X € M, (R) tel que *VX =0} et
lII . Mn,l(R) — R
X VX

a) Démontrer que ¥ est linéaire.

b) En déduire que L est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1.
¢) Montrer que U ¢ L et que AX =0, VX € L.

d) Prouver que U est un vecteur propre de A.

e) Montrer que A est semblable & la matrice D définie par :

YU 0 ... 0
pu| P 00
0 0 ... 0

f) Soit I la matrice unité de M, (IR). Montrer que det(I + A) =1+ *VU.
xg) Expliciter 'inverse (quand il existe) de I + A sous la forme I + a4, a € R.

Partie 2

Dans cette partie, on désigne par :

S = {A € M, (R) tel que *A = A}, ’ensemble des matrices symétriques de M, (IR).
St={AeStel que 'XAX >0,VYX € M, 1(IR)}, le sous espace de S formé par les
matrices symétriques positives.

A= {A € M,(R) tel que A = —A}, 'ensemble des matrices antisymétriques de M, (RR).
O(n) = {A € M,(IR) tel que *AA = I}, I'ensemble des matrices orthogonales de M, (IR).
Question préliminaire Montrer que I’ensemble S est égal

«{A € M(R) tel que 'XAY = 'Y AX ,¥X,Y € M,.1(RR) tels que ‘XX = 'YY =1et*'XY =0.}
A)
1) On définit I'application :
(,): Mpa(R) x M,(R) — R
(A,B) = (A,B) = tr (A'B)

Montrer que (, ) est un produit scalaire sur M, (IR).
On note ||.|| la norme associée 4 ce produit scalaire.
2) a) Soit A une matrice symétrique positive (4 € §T).
Montrer que ||A]{* < ( tr (A))2
b) Vérifier que, pour tout A = (a;;)1<ij<n € Mn(IR), on a:

AP = 3 2.

t,7=1
¢) En déduire que, pour tout A et B € M,(R),on a:
lAB|| < [|All-I1Bl

»3) Montrer que, pour tout U et V € M, (IR), on a:

U V| = VUV WV,
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43 Soient A et B € M, (IR) telles que , A est une matrice symétrique et B est une matrice !
¢ antisymétrique. Montrer que (A, B) = 0.
B)

Soient X et Y € M, 1(IR), tels que :

XX =1%YY=1et ‘XY =0.
On pose pour tout a € IR,
Q(a) =1-2sin® (X 'X +Y 'Y) + 2sinacosa(X 'Y — Y tX)

et
P=]-2XX.

1) Montrer que, pour tout a € R, Q(a)Q(—a) = I.
2) Vérifier que, pour tout a € IR, Q(a) € O(n) et P € O(n).
3) Soit A € M, (IR), vérifiant :

(A,Q) < (A, I) pour tout 2 € O(n).
a) Prouver que pour tout W et Z € M, ,(IR), on a
(A, W 'Z) = ‘WAZ.
b) Montrer que, pour tout & € IR, on a:
—2sin’a( ‘XAX + 'YAY) +2sinacosa( "XAY — 'Y AX) <0.

c) En déduire que A € S.
d) Montrer que (4, P — I) <0, et en déduire que A € S*.
4) On suppose que A € ST et Q € O(n).

a) Montrer que :
Q+ Q-2 =-{Q-1)Q-1).

b) Définissons C par :
2C =0+ 'Q-2I
Montrer que (4,Q — I) = (A,C). En déduire que
204,0-TI)=—-tr ((Q—-DNHAYQ-1))

¢) Montrer que (R - 1A YQ—-1) € S*.
d) En déduire que :
(4,Q) <(4,1)

5) Montrer que :
St= [\ {4e€M,(R) tel que (4,Q) < (4,])}

Qe0(n)
6) Soient 2 € O(n) et
¥: M, (R)— R
A (4,0-1)

a) Montrer que ¥ est continue sur M,(RR).

b) Montrer que, pour tout Q € O(n), {A € M,(IR) tel que (4,Q) < (A4,I)} est un fermé.
c)

d

En déduire que S* est un fermé.
) S* est-il un compact?
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