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Une grande importance sera atiachee d la rigueur du raisonnement, d la clarte et soin de la 
presentation. L 'usage des calculatrices n'est pas auiorise. 
Il est rappele que tout resultat enonce dans le texte peut etre utilise pour traiter la suite, meme 
s'il n'a pu etre demotitre. 

Exercice 

On note lR[X] l'espace des polynomes a coefficients reels, et pour tout entier naturel N, 
lRN[X] le sous espace vectoriel des polynomes de degre inferieur ou egal a N. 
On designe par Q un reel tel que Q > -1. 

1) Montrer que pour tout couple de polynomes P et Q de lR[X], la fonction qui: 

est integrable sur ] - 1, 1[. On notera 

2) Montrer que l'application
 
(,)0 : lR[X] x lR[X] ----t lR
 

2)Odx(P, Q) f-t (P,Q)o = [11 P(x)Q(x)(l - x

definit un produit scalaire sur lR[X]. 
~ 3) Montrer que, pour tout n E IN et x E] - 1,1[, on a : 

::n ((1 - x 2t +n)= (1- x 2)0J~(x) 

ou J:: est un polynorne de degre ti. 

4) Montrer que, pour tout n, mE IN tels que n =f:. m, on a: (J::, J::Jo = 0 
5) a) calculer J::(l). 

1/1t 



b) Montrer que, pour tout n E lN, J~(-x) = (_l)nJ~(x).
 

c) En deduire, suivant la parite de n, la valeur de J~( -1).
 
6) Soit l'application AQ definie par:
 

Aa : lRN[X] ----t lRN[X] 

PH Aa(P) 

ou Aa(P) est un polynome tel que, Vx E] - 1,1[' 

Aa(P)(x) = -(1 - x2)-a~((1 _ x2)a+l ap)ax ax 
a) Montrer que Aa definit un endomorphisme sur lRN[X].
 
b) Montrer que, pour tout P, Q E lRN[X], on a: (Aa(P), Q)a = (P, Aa(Q»a
 

7) Soit A une valeur propre de Aa et P un vecteur propre associe a A.
 
a) Montrer que P verifie l'equation differentielle suivante :
 

(1 - x2)y" - 2(0:' + l)xy' + Ay = 0 

b) Montrer que, pour tout n E {a, 1, ..., N}, 

A~ = n(n - 1) + 2(0:' + l)n 

est une valeur propre de Aa. 
8) On prend Cl:' = o. Verifier que, pour tout n E {O, 1, ..., N}, Ao(J~) = A~J~. 

Probleme 

Pour tout (n,m) E IN* x IN*, on note Mn,m(lR), l'espace vectoriel forme par les matrices 
a. coefficients reels, a n lignes et m colonnes et Mn(lR) l'espace des matrices carrees a. n 
lignes et n colonnes. 

Partie 1 
1) a) Soient U, V E Mn,l(JR) avec tvu =J. O. 

Prouver que A = U tv est une matrice appartenant a Mn(lR) de rang 1. 
b) Soit A E M n (JR) une matrice de rang 1 et de trace non nulle. 
i) Montrer qu'il existe U E Mn,l(JR), U =I 0 tel que: 
pour tout X E Mn,l(JR), il existe un reel O:'x verifiant AX = O:'xu. 
ii) On note Ai la iem e colonne de la matrice A et (Ei)iE{l, ... ,n} la famille d'elements de 
Mn,l(JR) definie par: 

Verifier que Ai = AEi·
 
En deduire qu'il existe O:'i E lR tel que Ai = O:'iU.
 

iii) On note V = U:) Ie (!) Montrer que U tv = A et que tvu Ie O. 

'$ c) En deduire qu'une matrice A E Mn(lR) de trace non nulle est de rang 1, si et seulement 
s'il existe deux vecteurs U et V E Mn,l (lR) tels que tvu =J. 0 et A =U tV. 

2) Soient U, V E Mn,l(lR) tels que tvu =J. O. 



On note A = U tv EMn (1R), L = {X E M n ,l (JR ) tel que tvx = O} et 

IJ1 : Mn,l (JR) ---+ JR 

XH tvx 
a) Demontrer que West lineaire.
 
b) En deduire que L est un sous-espace vectoriel de dimension n - 1.
 
e) Montrer que U rf. Let que AX = 0, VX E L.
 
d) Prouver que U est un vecteur propre de A.
 
e) Montrer que A est semblable a la matrice D definie par :
 

tvu 0 OJ 
D= ? ? ? .. . . .( 

o 0 0 

f) Soit I la matrice unite de Mn(JR). Montrer que det(I + A) = 1 + tVu.
 
Kg) Expliciter l'inverse (quand il existe) de I + A sous la forme 1+ aA, a E JR.
 

Partie 2 

Dans cette partie, on designe par :
 
S = {A E Mn(JR) tel que tA = A}, l'ensemble des matrices symetriques de Mn(JR).
 
S+ = {A EStel que tXAX 2: 0 , VX E M n ,l (JR)}, Ie sous espace de S forme par les
 
matrices symetriques positives.
 
A = {A E M n(1R) tel que tA = -A}, l'ensemble des matrices antisymetriques de M n (1R).
 
O(n) = {A E M n(1R) tel que tAA = I}, l'ensemble des matrices orthogonales de M n(1R ).
 
Question preliminaire Montrer que l'ensemble S est egal a.
 

-< {A E M n(1R) tel que tXAY = tyAX , \IX, Y E Mn,l(JR) tels que 'xx = tyy = 1 et tXY = D.} 

A)
 
1) On definit l'application :
 

(,) : M n(1R ) x Mn(JR) ---+ JR 

(A, B) H (A, B) = tr (A tB) 

Montrer que (,) est un produit scalaire sur M n(1R).
 

On note 11.llla norme associee a. ce produit scalaire.
 
2) a) Soit A une mat rice syrnetrique positive (A E S+).
 

Montrer que IIA/l2 S ( tr (A))2.
 
b) Verifier que, pour tout A = (ai,jh~i,j~n E M n (1R), on a :
 

IIAI12 
= L 

n 

aL· 
i,j=l 

c) En deduire que, pour tout A et B E Mn(JR), on a : 

/lAB" <IIAII·IIBII 

/3) Montrer que, pour tout U et V E Mn,l (JR), on a : 

IIU tV11 = J tUU"; tVV. 



~~'-,~

4f Soient A et B E M n(1R) telles que l A est une matrice symetrique et Best une matrice 
," antisymetrique, Montrer que (A, B) = O. 

. B) 
Soient X et Y E M n,l(1R), tels que: 

tX X = tyy = 1 et tXy = O. 

On pose pour tout a E JR, 

Q(a) = 1- 2sin2 a(X 'x + Y ty) + 2sinacosa(X ty _ Y tX) 

et 
P = 1- 2X -x. 

1) Montrer que, pour tout a E JR, Q(a)Q( -a) = I. 
2) Verifier que, pour tout a E JR, Q(a) E O(n) et P E O(n). 
3) Soit A E Mn(JR), verifiant : 

(A, 0) ~ (A,I) pour tout 0 E O(n).
 

a) Prouver que pour tout W et Z E Mn,l(JR), on a
 

(A, W tZ) = tWAZ.
 

b) Montrer que, pour tout a E JR, on a :
 

-2sin2 a( tXAX + tYAY) + 2sinacosa( tXAY - tYAX) ~ O.
 

c) En deduire que A E S.
 
d) Montrer que (A, P - I) ~ 0, et en deduire que A E S+.
 

4) On suppose que A E S+ et 0 E O(n).
 
a) Montrer que:
 

b) Definissons C par :
 
2C=0+ to-2I.
 

Montrer que (A,O - I) = (A, C). En deduire que
 

2(A,0 - 1) = - tr ((0 - 1)A t(O - 1))
 

c) Montrer que (0 - 1)A t(O - 1) E S+.
 
d) En deduire que:
 

(A, 0) ~ (A, I) 

5) Montrer que : 
S+ = n {A E Mn(JR) tel que (A, 0) ~ (A,I)} 

nEO(n) 

6) Soient 0 E O(n) et 
W: Mn(JR) -----7 JR
 

A r--+ (A, 0 - 1)
 

a) Montrer que West continue sur Mn(JR).
 
b) Montrer que, pour tout 0 E O(n), {A E Mn(JR) tel que (A, 0) ~ (A, 1)} est un ferrne.
 
c) En deduire que S+ est un ferrne.
 
d) S+ est-il un compact?
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