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Notations

Dans tout le probléme, E est un espace vectoriel réel de dimension finie n 2 2 et Z(E) est l'espace

vectoriel des endomorphismes de E.

Pour tout couple (u,v) d’endomorphismes de I, on note uv I’endomorphisme w o v.

Pour tout entier naturel i, u¢ est Iendomorphisme de E défini par récurrence par uttl = iy et 40 = iq,
ou id désigne I"automorphisme identique de FE.

L’image, le noyau, la trace et le polynéme caractéristique d’un endomorphisme u sont

respectivement notés I'm(u), ker(u), tr(u) et P,.

On rappelle qu'un endomorphisme u est nilpotent s'il existe un entier naturel non nul g tel que u? = (.
Le plus petit de ces entiers g s'appelle indice de nilpotence de .




Partie I

Soit f un endomorphisme de E et M sa matrice dans une base £ de E.

I. Montrer que si f est nilpotent d’indice g, alors il existe z dans E tel que la famille (z, f (z)y- .., f17Y(z))
est libre. En déduire que ¢ < n.
2. On suppose que f est nilpotent d’indice n.
a) Montrer qu'il existe z dans E tel que la famille (z, f(z),..., f*~!(z)) est une base de E.
b) Soit i un entier naturel. .
Montrer que si ker(f*) = ker(f**1), alors ker(f*) = ker(f7), pour tout entier naturel J =
c) Montrer que si i < n alors ker(f*) # ker(fi*1).
d) En déduire que pour tout k {0,1,...,n}, dim(ker(f¥)) = k.
3. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) f est nilpotent.
(i) Spc(M) = {0}, ou Spc(M) désigne le spectre de M sur C.
(iii) Pr(X) = (-1)»X™.
4. a) Soient A1, A, ..., Ax des nombres complexes. Montrer que
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v/ b) On suppose que tr(f*) = 0 pour tout i € {1,2,...,n}.
Montrer que si la matrice M de f admet Aj, Mg, ..., A\ comme valeurs propres complexes non
nulles, distinctes deux a deux et de multiplicités respectives wy,ws, ..., ws, alors
fu1/\1+"'+wk/\k=0 &

WA+ A2 =
{

( WIAf 4+ +wpdk =
'/ ¢) En déduire que f est nilpotent, si et seulement si, tr(f*) = 0 pour tout i € {1,2,...,n}.
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Partie I1

Pour tout couple (f, g) d’endomorphismes de E, on note f,g9l = fg—gf.

1. Montrer que pour tout triplet (f, g, k) d’endomorphismes de E, [f.gh] = [f, g]h + glf, A

Soit u et v deux endomorphismes de E vérifiant [u,v] = av ot « est un réel non nul.

2. a) Montrer que pour tout k € N, [u, v*] = akv.
b) En déduire que ker v* est stable par .
¢) Montrer que v est nilpotent. J
Dans la suite de cette partie on suppose que I'indice de nilpotence de v est égal a n.
3. a) Soit z € E tel que v"!(z) # 0.

Pour tout k € {1,2,...,n}, on pose z; = v k(z).

Montrer que (z1,z2,...,7Tx) est une base de ker v*. o ¢
b) Montrer que z; est un vecteur propre de u dont on notera A; la valeur propre associée.

¢) Montrer que la matrice de u dans la base (z1,%2,...,Tn) est triangulaire supérieure. -
On notera Ay, Mg, ..., A, les éléments successifs de la diagonale. o

d) Montrer que pour tout k € {1,2,...,n — 1}, vu(zg41) = u(zk) — azy.

. e) En déduire que pour tout k € {1, 2, e}, A=A — (k- 1a.
- f) Montrer que u est diagonalisable.
r 4. Soit e, un vecteur propre de u associé a An.

Pour tout k € {1,2,....,n} on note e, = ™ %(e,).

a) Montrer que u(ex) = Arex, k€ {1,258

b) Montrer que v(ex) = ex_1, k€ {2,8; -..m).
En déduire que pour tout k € {1,2,...,n}, ex #0.

c) Vérifier que (eq,es,...,€e,) est une base de E. -

d) Ecrire les matrices de u et v dans (e1,€2,...,en).

5. Application

On pose E = R3.
Soit A et B deux matrices de .#3(R) telles que

0
A= 0 il et B = 1 1 i
1 1 0

On note u et v les endomorphismes canoniques respectifs associés & A et B.

a) Calculer [u,v] et montrer que v est nilpotent.
b) Déterminer Sp(u) et préciser 3.

c) Trouver une base (e1, e, e3) selon le procédé décrit dans la question II.5.
Ecrire les matrices de u et v dans la base (e1,es,€3).




Partie III

M (R) désigne I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients réels.
Pour tout entier naturel k, on note A* la matrice de .#,(R) définie par récurrence par A**! = A%A et

AP = I, on I désigne la matrice identité de .#,(R).
+00
1
Pour tout A € .#,(R) on note ‘A la matrice transposée de A et exp(A) = Z FAIC'

k=0
d d
Pour tout polynéme P(X) = ZakX" de R[X], P(A) désigne la matrice Z aiAF.
k=0

k=0
On rappelle que si deux matrices A et B commutent alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).

Pour toutes matrices 4, B € #,(R), on pose < A, B >= tr(A'B).
1. Vérifier que (#,(R), <,>) est un espace euclidien.

2. Soit A € #»(R) et ¢4 'endomorphisme de .#,(R) défini par ¢p4(B) = [A, B = AB — BA.

a) Montrer que ¢% = ¢4, oil ¢% désigne 'adjoint de @4.
b) En déduire que Im(¢4) = (ker(pe4))*t, out (ker(¢:4))* désigne I'orthogonal de ker(¢: 4).

3. Soit A € #,(R). Montrer que A est nilpotente, si et seulement si, A € Im(¢4).
4. Soit A € .#,(R).Montrer que si A est semblable & 24, alors A est nilpotente.
5. Soit A une matrice nilpotente de .#,(R).
a) Montrer qu'il existe B € #,(R) tel que AB = (I + B)A.
b) En déduire que pour tout @ € R[X], AQ(B) = Q(I + B)A.
c) En prenant Qq(X) = Zd: ;\C—TX". Montrer que A = exp(\) exp(AB)A exp(—AB).
par. :

d) En déduire que A est semblable & 2A.

Partie IV

Dans cette partie A et B sont deux matrices de .#,(R) telles que [4,[A, B]] = 0.

1. a) Montrer que [A, B|* = [4, B[A, B]*~!] pour tout k € N*.
b) En déduire que [A, B] est nilpotente.
2. Montrer que [A*, B] = k[A, B]A*~! pour tout k € N*.

3. On suppose de plus A est nilpotente. Soit A une valeur propre complexe de AB et X un vecteur

propre associé a A.
Soit k un entier naturel non nul tel que A*~1X # 0 et A*X =0.

a) Montrer que si k =1 alors A = 0.
- . A
b) Montrer que si k > 1 alors z est une valeur propre complexe de AB.

c) Montrer que AB est nilpotente.
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