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I - Matrices semi-simples

1. Comme U ¢ ker N, NU # 0 et donc l'ensemble en question contient 1. De plus, si & € N*
avec N* = 0 alors k majore I'ensemble.

2. Le plus grand élément de I'ensemble {k e N*: NkU # 0}, dont D'existence a été justifiée
dans la Question 1, répond a la question.

3. Comme N et A commutent, ker NV est stable par A. Or, A est semi-simple et donc, étant
stable par A, ker N admet un suppiémentaire F' dans C™ stable par A.

4. Ceci découle également du fait que F' est stable par A et que N est un polynome en A.

5. Si F contient U € C" non nul alors U ¢ ker N et donc, d’aprés la Question 2, il existe
m € N* tel que N™U # 0 et N*U € ket N. Or, comme U € F et F' est stable par N,
N™U € E. On obtient 0 2 N™U € ENker N = {0}. Contradiction.

6. D’aprés la Question 5, F = {0} et donc ker N =C". Il vient que N =0 et A= D.

IT - Trace et Nilpotence

1. Ceci découle directement du fait qu’une matrice nilpotente n’a que 0 comme valeur propre.

o

(a) Soit p € Net ¢ € N*. Ona AN = NA. En outre, si m € N* avec N™ = ( alors
gm € N* et donc N9™ = 0. Il vient que (APN9)™ = APMNI™ = (),
(b) Soit k € N*. Puisque AN = NA;ona

k k-1
DF = (A—N)¥ =3 0L (-1 ATNE = AR 4 30 (1) AN
=0 =0

Or, si i € {0,...,k — 1}, la matrice A*N*~* est nilpotente (Question 2. a) ). D’ou
Tr (AiNk_i> = 0 pour tout 7 € {0, ...,k — 1}.
Par suite,

T (%) = Te (4F) 4 305 (152 (4NF) = v (4¥) =0,
i=0
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43 De ieute famille géneratrice on peut extraire une base.

{ey 1. Soient M € Vect{G) et ay,....,ap € C tels que

M=ohd + -+ a,,Ap.

TridpA)) = [{A) =J(B)=(Tx(AB),... Tr (4,B)),

4y, Tr (A, A)
4 a,Tr (A m =Tr (MB) = Tr{BM).

.oy € C tels que

M=oaid; + -+ (}'p/lp.

1BT A b op BT A € Ved (G

g

Partie 111

?

Tr(AN) = Tr (BN).

\

) =Tr{(AB™ ~1,) BN) = Tz (AN — BN) = Tt (AN)-Tr (BN) =

Gl Soat koo

(4B~ 1) _}:C (—1)* 7 (AB™Y)" € Vect (G).

\

Done, daprée ia Question 2. e) ii) Partie IIT,

- I B e 3 — \ —_— 3 .’*"“—1
I (4B ~1)") = Tr (4B - 1) (4B - 1)) =
Le resuliat principal de la Partie 111 montre que AB~! —1I,, est nilpotente.
iv. Lo musirice AB™! -~ 1, esi nilpotente. De plus, AB™! € G et donc AB™!
diagonalisable. I} en est donc de méme pour AB™! — I, (Question 26). Ceci
1

de Trenford monire que 4B~ — 1, = 0,, et par suite A = B.
v. Ueormme Tr g‘} est un ensemble fini, Tr[G] x -~ x Tr [G] (p fois) est ¢galement fini.
Adnsi, f est injective de & dans un ensemble fini. Ceci prouve que G est fini.




