
Correction de l'épreuve de Mathématiques
 
Concours en Physique et Chimie
 

'Partie 1 

A) 

1.	 a) Pour x E lR \ Z, ( 1)2 ~ ~, donc f est bien définie sur lR \ Z. De plus 
x - n n-t+oo n
 

+00 1 +00 1
 
f(~x) = ~ ( )2 = ~ ( )2" Donc f est paire.
 

L...J -x + n L...J x + n 
n=-oo	 n=-oo 

+00 1 +00 1
 
f(x + 1) = ~ ( )2 = ~ ( )2' Donc f est I-périodique.
 

L...J x+n+l L...J x+n 
n=-oo	 n=-oo 

b) Il suffit de montrer que f est continue sur ]0, 1[. De plus il suffit de montrer que la série 
+00 1L ( )2 converge uniformément sur tout intervalle [a, b] c]O, 1[. Pour x E [a, b],

x+n 
n=-oo 

1 1	 1 1 Dl"
"( )2 ~ 2' pour n 2:: 1 et ( )2 ~ ( )2' pour n ~ -1. one a sene x+n n	 x+n n-a 

+00 1
L ( )2 converge uniformément sur [a, 'b] et f est continue sur lR \ Z.
 
x+n 

n=-oo 

X +00 4 x + 1 +00 4 
2.	 f(2) = L (x+2n)2' f(-2-) = L (x+2n+l)2' 

n=-oo n=-oo 

X 1 +x 
Donc 4f(x) = f( 2) + f(-2-)' 

3.	 a) Pour Ixl ~ 1, la série ~ ((x ~ n)' + (x: n)') converge uniformément sur tout 

intervalle [-a, a], avec 0 < a < 1. Donc f(x) - ~ se prolonge par continuité sur] -1,1[. 
x 

1 Tl 2 -Tl2	 Tl 2 

De	 plus lim 2 - . 2 = --.. Donc l'application g: x ~ f(x) - . 2 se prolonge 
x-tO X sm TlX" 3	 sm TlX 

par continuité en O. 

b) Comme 9 est I-périodique, alors 9 se prolonge sur lR en une application h continue 
bornée sur IR. 

4. a) Pour x E lR \ Z, l'application x ~ S(x) = ~ vérifie la même relation que f à 
SIn	 TrX 
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", 

. x l+x x l+x 
saV01r 4S(x) = S( 2) + S(-2-)' Donc pour tout x E lR \ Z, 4h(x) = h(2) + h(-2-)' 
Le résultat est obtenu par passage à la limite car h est continue sur lR. 

b) Soit Xo E [0,1] tel que Ih(xo)1 = SUPxElR Ih(x)1 = M. Alors d'après la relation précé
dente appliquée au point xo, on aura 4M ~ 2M, donc M = O. Donc h est identiquement 
nulle sur lR et 

1T2 +00 1 
---=,.- - "'" \fx E lR \ Z. 
sin2 1Tx - L...J (x + n)2' 

n=-oo 

B) 

2sin 1TXIj'lr Ij'lr
1. a) ao = - cos(tx)dt --..- et pour n > 1, an - cos tx cos ntdt 

1T -'Ir 1TX 1T -'Ir
 
(-I)n2x sin 1TX
 

1T(X2 - n2 ) • 

Comme la fonction F est continue et de classe Cl par morceaux, alors pour tout t E 

[-1T,1Tl, 

sin 1TX ( ~ (-I)n2x2 
)

costx = -- 1 + L.J 2 2 cosnt . 
1TX x - n 

n=l 

b) On applique la relation précédente pour t = 0, on aura pour x (j. Z: 

1T 1 Loo (-I)n2x
----+sin 1TX - x x 2 - n2 . 

n=l 

On applique la relation au point t = 1T, on aura: 

1 00 2x 
1Tcotg1TX = - + L 2 2' 

X X -n 
n=l 

+00 1 1Tcotg 'Ir../2 - J2 
2" On calcule les deux sommes précédentes pour x = ../22, on aura: "'""' - 2

2 L.J 1- 2n2 - 2J2 
n=l
 

+00 (-1) n 1T 1
 
et "'""' = ( - J2)
~ 1 - 2n2 sin 'Ir'f 2J2" 

. x 2 2 +00 2 

3. a) Pour x E] - 1,1[, log(1 - 2)
n 

~ 
n--++oo 

-x "'""' -2-' donc la série L.J log(1
n 

n=l 

X- 2) converge
n 

absolument sur ] - 1,1[. 
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·	 , 

+00 2 

On pose 4>(x) = L log(1 - ~2)' pour x E] - 1,1[. 
n=l 

+00 2 +00 2 
b) 4>(0) = O. Comme la série ~ log(l- x ) converge sur] -1, 1[ et la série ~ 2 X 2L.J n2	 L...J x - n 

n=l	 n=l 
1 

converge uniformément sur tout [a, b] C] - 1,1[, alors et 4>'(x) = '!rcotg('!rx) - -, pour
x 

XE] - 1, 1[\{O}. 

c) Il en résulte que 4>(x) = logCi~;X), pour x E] - 1,1[\{O}, et la rel-ation se prolonge 
en O. 

n 2 . 

cl) lim IT(1 _ ~) = e~(x) = sm '!rx. 
n-4+oo k2 '!rX 

k=l 

C) 

1.	 Au voisinage de 0, tX-1e- t ~ tx- 1 qui est intégrable ssi x > 0, et pour tout x > 0, 
limt-4+oo t2tx- 1e-t = O. Donc au voisinage de +00, tx-1e-t = o(t\). Il en résulte que la 
fonction t ~ tX-1e- t est intégrable sur ]0, +00[, pour tout x > O. 

2. a) Par une intégration par parties, dans 

on aura: r(x + 1) = xr(x). 

b) Comme r(1) = 1, alors r(n) = (n - 1)!, pour n E M*. 

3.	 L'application t ~ f(x, t) = tX-1e- t est de classe Coo sur ]0, +oo[ x ]0, +00[. De plus 

pour tout x E [a, b] C]O, +oo[ et tout n E M, 1 ~:~ (x, t) 1 = 1 (logtt f(x, t) 1 ~ y(t), avec 
1cp(t) = Ilogtlnta 

- , pour t ~ 1 et <p(t) = Ilogtlntb-1e- t, pour t ~ 1, qui est intégrable 
00 

sur ]0, +00[. Donc r est de classe Coo sur ]0, +oc[ et r(n)(x) = 1+ (logtttX-1e-tdt. 

4.	 a) D'après le théorème des accroissements finis, pour tout a< u < 1, il existe 0 < c < u 
tel que log(1 - u) = - l~c ~ -u. 
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b) Pour n E N*, fn(t) = Xn(t)(l - .!.ttX-l, avec Xn(t) la fonction caractéristique de 
n 

l'intervalle [0, n]. La fonction fn est continue par morceaux sur ]0, +oo[ et la suite (fn)n 
converge simplement vers la fonction f définie par: f(t) = e- t tx 

-
1

. De plus fn (t) :S 
e- t t x - 1 qui est une fonction intégrable. Donc d'après le théorème de convergence dominée 

l n t 
r(x) = lim (1 - - ttX-1dt, Vx > a 

n-++oo 0 n 

1 1 1 1 
c) Pour n = 1, (1 - t)tX-1dt = - - -- = )' donc la formule est vraie 

1o x x + 1 x(x + 1 
pour n = 1. On suppose la relation est vraie pour n. Par une intégration par partie 

1(1 - tt+1tX- 1dt = n + 111(1 - tttXdt, donc pour tout n E N*, 11(1 - t)ntx - 1dt = 
1o x 0 0 

n! 
x(x+1) ... (x+n)" 

'" 11t X Xd) Avec le changement de variable t = nu, ln (1 - - ttX- 1dt = n (1 - ttt - 1dt. 
o n 0 

Donc 
nXn'

r(x) = lim " Vx > O. 
n-++oo x(x + 1) ... (x + n) 

5. Pour tout x E]O, 1[, 

nXn' n1- x n' 1 1 1r
r(x)r(l-x) = lim n . n . = lim - lim 2 

n-++oo ITk=O(x..+ k) ITk=o(k + 1 - x) n-++oo X n-++oo n~=l (1 - ~2) Slll1rX 

2 1 1 r=
6. a) f (-) = Ti. donc f(-) = v1r. 

2 2 

r+oo 
2

b) On fait le changement de variable x2 = 2t dans l'intégrale, Jo e:; dx, on aura: 

j +x _"2 1+00 
-1 1 

e----=r d.l" = J2 tT e-tdt = J2r(-) = vf2;. 
-x 0 2 

7. a) Par une intégration par partie dans l'intégrale définissant h, on aura: h+1 = (2k + 
l)h. .. 
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(2k)! T (2k)! fiCb)	 1k = k!2k 10 = k!2k V 27f. 

Partie II : 

A) 

1. a) Soient j, 9 E E, d'après l"inégalité de Cauchy-Schwarz 

.	 2 

Donc la fonction x I---t j(x)g(x)e-"2 est intégrable sur :IR. 

b)	 E =/:. 0 car il contient l'application nulle. De plus si j, 9 E E et ..\ E IR, alors (J(x) + 
r 2 r 2 :1:'2	 z2 . .

..\g(X»2e- T = p(x)e-T +..\2g2(x)e- T +2..\j(x)g(x)e-T qUI est mtégrable sur:IR. Donc 
E est un sous-espace vectoriel de Goo (IR, lR). 

2.	 L'application (J, g) I---t (I, g) définie sur E x E est une forme bilinéaire symétrique. 1+00 1+00
1 ,,2 1 ,,2Si j E E, alors fiC j2(x)e- T dx ~ 0 et fiC j2(x)e- T dx = 0 {:::::::} 

V 27f V 27f-00	 -00 

j2(x)e- T
,,2 

= 0, Vx E IR {:::::::} j(x) = 0, 'Yx E IR. Donc ( , ) définit un produit scalaire 
sur E. 

3.	 a) L'application <p: E ~ IR définie par: <p(J) = j(O) est une forme linéaire non nulle, 
donc Ker <p = F est un hyperplan" de E. 
Toute fonction qui n'est pas dans F engendre un supplémentaire de F. Il suffit de prendre 
l'application constante 1. 

b) i) Soit j E Fi-, L'application 9 définie par: g(x) = 1~:2j(X) est dans Goo(lR, IR). 
2 2	 2 

g(O) = 0 et g2(x)e-:r2 ~ j2(x)e-"2 . Donc g2(x)e- X2 est intégrable sur IR et 9 E F. 

..	 . 1 1+00 x2j2(X) ,2
ll) On a 0 = (I, g) = fiC 2 e-Tdx, donc xj(x) = 0, Vx E IR =>- j(x)O, Vx E 

V 27ï 1 + x-00 

IR.	 Donc Fi- = {O}. 

iii) La décomposition E = F EB Fi- n'est plus valable car F =/:. E et Fi- = 0. 
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c) Soit 'l/J la forme linéaire sur E définie par 'l/J(J) = f(O).
 
i) Supposons qu'il existe une fonction 9 E E telle que 'l/J(J) = (1, g). Donc Vn E N,
 
'l/J(Jn) = (1n,g). D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, 1 = Ifn(0)12 

:::; IlfnW IlgW =
 
)lgW ,Vn E N, ce qui est absurde. 

1 +4n 

ii) Soit Q(X) = aX2+ bX + c tel que.1/J(P) = (P, Q), VP E JR2 [X]. Alors pour P = 1, 
on aura: a + c = 1, pour P(X) = X, on aura: b = 0 et pour P(X) = X 2, on aura: 

3a + c = O. Le polynôme Q est donné par: Q(X) = T-1 X2 + 2'3 

",2

B) On considère la fonction h sur JR par: h (x) = e- T . 

1.	 a) h'(x) = -xh(x). On suppose qu'il existe un polynôme Pn tel que hen)(x) = Pn(x)h(x). 
Alors hCn+I)(x) = (P~(x) - xPn(x))h(x). Donc pour tout n E N, il existe un polynôme 
Pn tel que hCn)(x) = Pn(x)h(x) et la suite (Pn)n vérifie Pn+l(X) = P~(X) - XPn(X). 

b) Po = 1, Pl = -X, P2 = X 2 - 1 et P3 = -X3 + 3X. 

c) Le degré de Po est O. Si degPn = n, alors comme Pn+I(X) = P~(X) - XPn(X),
 
donc deg Pn+ l = n + 1. Le coefficient de plus haut degré de Po est 1. On suppose que le
 
coefficient de plus haut degré de Pn est (_1)n, alors comme Pn+l(X) = P~(X)-X Pn(X),
 
alors le coefficient de plus haut degré de Pn+l est (_1)n+l.
 
le polynôme Po est pair. Si Pn a la même parité que n, alors P~ a la même parité que
 
n + 1. Comme Pn+I(X) = P~(X) - XPn(X), alors Pn+l a la même parité que n + 1.
 .

2.	 a) hen+2) = (P; (x) - 2xP~(x) + (x2 - I)Pn(x))h(x). D'autre part: 

hen+2
) (.r)	 = (-xh(x))en+1

) = _(xhen+l) + (n + l)hen )) = -(xPn+1(x)h(x) + (n + I)Pn(x)h(x)) 

= -(x( -xPn(x) + P~(x)) - (n + I)Pn(x))h(x). 

On en déduit que P;(x) - 2xP~(x) + (x2 - I)Pn(x) = x2Pn - xP~(x) - (n + I)Pn(x).
 
Donc P; (.r) - xP~ (x) + nPn(x) = 0 .
 

b) Pour n E N*,
 

P~(x) = (P~_l(X) - xPn-1(x))' = P;_l(X) - XP~_l(X) - Pn-1(x) = -nPn- 1·
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'. ~. 
...:. .,:..;..:.:.:=•.• 

3. Soit N ~ 2 un entier naturel. On considère l'espace lRN(X] muni de la base canonique 
B = {1, X, ... ,XN}. Soit 'I/J: lRN(X] ---+ lRN(X] définie par: 'I/J(P) = pli - X P'. 
a) 'I/J est linéaire et si P E lRN(X], alors deg (pli - XP') ::; N, donc 1/J est un endomor
phisme de lRN(X]. . 

0 
0 

0 
-1 

0 
0 

0 
0 

b) La matrice de 'I/J dans B est 
0 
0 

0 
0 

k(k  1) 
0 
-k 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

N(N -1) 
0 

-N 

c) Les valeurs propres de 'I/J sont {-k; 0 ::; k ::; N} et elles sont simples. Donc 'I/J est 
diagonalisable. 

d) 

1+00 

z2('I/J(P), Q) = 1 'I/J(P)(x)Q(x)e- T dxf(C 

v271" -001+00 1+00 

1 1z2 z2 
f(C (P'(x)e-T)'Q(x)dx = - f(C P'(x)Q'(x)e-Tdx 

v 271" V 271"-00 • -001+00 

1 2 
f(C P(x)(Q'(x)e-T)'dx = (P, 'I/J(Q)) 

V 271" -00 

.- e) On a 'I/J(Hk ) = H~ - X H~ = -kHk . Donc Hk est un vecteur propre de 'I/J associé à la 
valeur propre -k, pour tout 0 :s k :s N. Comme'I/J est un endomorphisme auto-adjoint, 
alors les sous-espaces propres sont orthogonaux et par suite la famille {Ho, Hl, ... , HN } 

est orthogonale. 

4. a) 
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b).Comme IIHol1 = 1, alors IIHkl1 = Jk! pour tout kEN·. 

c) {Ho, Hl, lff, .,. ,lfff} une base orthonormée de lRN[X]. 

5. a) La projection orthogonale du polynôme X N+! sur le sous-espace RN [X] est t (XN:~, Hk
) H k . 

k=O 
N
 

Donc X N+I _ t (X +> H k
) H k est orthogonal à {Ho, Hl, ... ,HN}. Donc il existe une
 

k.
k=O
 

constante.Cl: telle que X N+! = Cl:Hk+!. Comme X N+! et HN+I sont unitaires, alors a = 1.
 

Autre méthode:
 
{Ho, Hl, ... ,HN+I } est une base de RN+![X], donc il existe (ao, .,. ,Cl:N+d E RN+!
 
tels que
 

N+I 

X N+! = L ajHj . 
j=o 

'. (XN+I H) - IIH 11 2 - ., d - (XN+I,Hj ) DOn a , j - Cl:j j - Cl:j)., one Cl:j - ., • one
 
).
 

N+I (X N +! H)
X N +! = ~ ,j H·

L- 'r r 
j=O ). 

Comme X N+I et HN+I sont unitaires, alors Cl:N+I = 1. D'où 

b) La projection orthogonale du polynôme X N+I sur le sous-espa<ie JRN[X] est RN(X) = 

N p;N+t, H k )L k! Hk . Donc 
k=O 

6. On suppose que n est pair. 
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+00 
a) Soit y(x) = L a2k+lX2k+l de rayon de convergence R > 00 y est solution de l'équation 

k=O 

d°fti' t· Il (E) . (2k+l)-n k lM1 eren le e n SSl a2k+3 = (2k+3)(2k+2) a2k+l, pour tout E 1"1. 

b) Comme n est pair, alors a2k+l =1= 0 pour tout kEN et donc R = +00. 

c) Si ln la solution donnée par la série entière précédente. In est impaire et Hn est une 
solution paireo Donc (In, Hn) est une base de solutions de (En) . 

.. - . 
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